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一次奇妙的數學探究之旅(簡版)
文│魏澤夫  劉昊洋

前不久 ，學生劉昊洋問我這樣一道題應該怎樣解答 ：

已知 為銳角三角形 ，求證 ：  。 他提出的猜想是 ：

設 ， ， ，則  

… …（1） ， 

由於

 即  … …（2） 。

這說明猜想是正確的 ，但是他不清楚接下來怎樣證明這個猜想 。

我認真分析了這位學生提出的猜想 ，首先將其簡化為 ：已知 為銳角三角形 ，

則 … …（3） ，我試了幾種方法都無法證明這個不

等式 ，於是我懷疑他提出猜想是錯的 ，很快我找到了一個反例 ：設 ，則
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， ，

，因此不等式（3）不成立 。

這樣就出現了一件奇怪的事 ：由於不等式（2）成立 ，說明這位學生提出的猜想

合理 ，可是問題究竟出現在哪裡呢 ？我們對此進行了深入探討 。這位學生談了他的想

法 ：他提出的猜想是考慮到 ，因此首先固定角 ，這相當於減少了一個

變數 ，於是在等式制約下 ， 與 此消彼長 ，由於不等式（2）恒成立 ，於是不等式（1）

肯定成立 。

根據學生的這個思路 ，我們注意到原不等式是一個輪換對稱式 ，因此立刻意識到

應首先約定 ，當指定了 之後 ， 與 立刻成為兩個極端角 ，這樣就回

避了我提出的反例 。

經過討論之後 ，我們共同提出了新的猜想 ：在 中 ，設 ，且

， ， ，則 。證

明如下 ：

證明 ： 原式  

      

      

討論 ：（1）當 ，即 時 ，

   ，（否則 ，由 得 ）
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（2）當 ，即 時 ，

   ，（否則 ，由 得 ）

   ，

   成立 。

   

    

   

   （當且僅當 時等號成立） ，即

   。 所以原不等式得證 。

實際上 ，如果利用琴生不等式 ，還可以給出此題一個極其簡潔的證明 ：

證明 ： 為銳角三角形 ， ，由於正弦函數 在

上為上凸函數 ， ，（當且僅當

時等號成立） 。

【點評】這種證法雖然巧妙 ，但是所用到的知識超過了高中課本 。考慮到高中課

本的知識範圍 ，研究發現 ，此題還可以給出另外的兩種證法 ：
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證法 1 ： 為銳角三角形 ，

     

     

     

     

     

當且僅當 時等號成立 。 得證 。

證法 2 ： 為銳角三角形 ，

     

     

     ，

  設 ，則 ，

  令 ，則 ， ，

  ， ，

又

，
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當 時 ， ；當 時 ，

在區間 上是增函數 ，在區間 上是減函數 ，

在 處取得極大值即最大值

 得證 。

【總結】第一種證法屬於利用綜合法證明不等式 ，儘管構思十分巧妙 ，但是難以

想到 ，需要認真觀察原不等式 ，注意等號取得的條件及齊次輪換對稱式的特點 ；第二

種證法用到的琴生不等式知識超過了高中課本知識範圍 ；第三種證法利用三角函數的值

域和均值不等式 ，通過引入輔助角將問題轉化為關於 C 的函數 ，簡便易行 ，因而是一

種基本方法 ；第四種證法利用函數思想 ，將問題化歸為函數極值問題 ，由於涉及到導

數知識 ，雖然易於操作 ，但是證明過程略顯繁雜 。

在研究結束後 ，劉昊洋發現 ：完全可以將此題結論推廣到更一般的情形 ，即 ：

對於任意 ，恒有 ，具體證明在此從略 。

綜上 ，通過對這道不等式問題的探究 ，大膽猜想 ，謹慎求證 ，師生研討交流 ，

我們得到了一個完美的結論 ，同時也共同經歷了一次奇妙的數學探究之旅 。

魏澤夫

吉林省數學特級教師 。現為吉林市萬信中學校教師

劉昊洋

吉林市第一高級中學校理科實驗班學生

（本文全文將上載至 http://www.dsej.gov.mo/cre/tmag）


